Ряды Фурье

X – линейное бесконечномерное пр-во со скалярным произведением (х,у) и индецированной им нормой ||x||=(x,x)1/2. K – множество индексов. {xk} наз. ортогональной системой (ОС), если (i,j(K, i(j, (xi,xj)=0. Если к тому же (xi,xi)=1, то ссистема ортонормирована (ОНС). 
С2([a,b],R) (С2([a,b],C)) – ЛП непрерывных на [a,b] ф-й над полем действительных (комплексных) чисел со скалярным произведением 
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1. Коэффициенты Фурье. {ek, k(K} – ОНС в X. Числа {(x,ek)} – коэфф. Фурье (КФ) вектора x(X в {ek}. Если e1..en(X – ОНС, то (x(X вектор h:=x-xl, где xl:=((x,ek)ek ортогонален ПП L=L(e1..en), натянутому на ОНС.

2. Теорема Пифагора. Если x1..xn попарно ортогональны и x=x1+..+xn, то 
[image: image2.wmf]å

=

i

i

x

x

2

2

.

3. Экстремальное свойство КФ. Если e1..en(X – ОНС, то (x(X, (y=(1e1+..+(nen ||x-((x,ek)ek||(||x-y||, где равенство возможно только если y=xl. Иными словами, xl – наилучшая аппроксимация x элементами ПП L(e1..en) (в смысле нормы в Х).

4. Неравенство Бесселя. Если e1..en(X – ОНС, то (x(X (|(x,ek)|2(||x||2. Формула наименьшего уклонения: ||x‑xl||2=||x||2-(|(x,ek)|2.
5. КФ для произвольной ОС. Дана ОС {fk}. На ней построим ОНС {ek=fk/||fk||}. Ортогональное разложение вектора x=xl+h=h+(fk(x,fk)/||fk||2. Числа {ck=(x,fk)/||fk||2} – КФ для х в {fk}. 

В пр-ве (2([-(,(],C) для ОС {eikt, k(Z}, КФ 
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. Нер-во Бесселя: 
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Для ОС {1, cos(kx), sin(kx), k(N} КФ {a0/2, ak, bk, k(N}: 
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. Нер-во Бесселя: 
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ck={1/2*(ak-i*bk), k(0, 1/2*(a-k-i*b-k), k<0}.
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