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IV. Кодирование сообщений ансамбля при отсутствии шума
4.1. Префиксные пос-ти. Лемма Крафта. Кодовое дерево.

Пусть X – ансамбль сообщений: {x1, x2,…,xN} – множество его сообщений; {p1, p2,…,pN} – распределение вероятности ансамбля (pi=p(xi)(0, i=1, 2,…,N). Алфавит A = {a1, a2,…aL} – множество символов.

Код – множество кодовых комбинаций (слов, пос-тей символов) и закон соответствия, устанавливающий взаимно однозначное соответствие между кодовыми комбинациями и сообщениями, подлежащими передаче в кодированной форме.
Экономичный код – код, обладающий минимальным (или близким к минимальному) значением средней (по множеству сообщений ансамбля) длины кодовой комбинации.

Кодирование ансамбля Х – сопоставление его сообщениям xi (символам или блокам символов алфавита B) различных префиксных пос-тей символов из некоторого алфавита А (в частном случае, А=В). 

Совокупность префиксных пос-тей – такая совокупность пос-тей символов алфавита А, ни одну из которых нельзя получить ни из какой другой более короткой пос-ти этой совокупности путем добавления к ней с конца символов из А.

Код, кодовые комбинации которого являются префиксными пос-тями, называется префиксным кодом.

Цепочка префиксных пос-тей, не разделенных «пробелом», единственным образом разлагается на составляющие ее префиксные пос-ти.

Пусть сообщения ансамбля Х закодированы префиксным кодом. 
Среднее значение длины префиксной пос-ти: 
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 (4-1), 
где ni – длина префиксной пос-ти, соответствующей сообщению xi.
Оптимальный префиксный код – префиксный код, имеющий минимально возможную величину nc.
Минимизация правой части (4-1) основана на:

- использовании префиксных пос-тей (дает возможность отказаться от использования «пробела»;

- кодировании высоковероятных сообщений короткими, а маловероятных – более длинными префиксными пос-тями.

При рассматриваемом кодировании любые искажения приводят к неустранимым ошибкам при приеме или записи данных.

Лемма 4.1 (Крафта). Пусть {n1,n2,…nN} – множество натуральных чисел. Семейство префиксных пос-тей с длинами n1,n2,…nN существует ( 
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 (4-2), где L – число символов используемого алфавита.
Доказательство.

Необходимость. Пусть искомое семейство пос-тей существует, и wj – число пос-тей длины j (
w1 ( L, w2 ( (L-w1)L = L2-w1L, w3 ( ((L-w1)L-w2)L = L3-w1L2-w2L, откуда

wn ( Ln - w1Ln-1 – w2Ln-2 … wn-1L, n=1, 2, … M (4-3), где М – наибольшая длина пос-ти в семействе. Поделив обе части (4-3) на Ln, получим 
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 (4-4).

Т.к. 
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(4-5) (в правой части число слагаемых равно общему числу пос-тей с длинами ( n), то, принимая в (4-4) n = M ( ni, i=1, 2, … N, получим 
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  (4-6), ЧТД.
Достаточность. Допустим, (4-2) выполняется. Тогда, в силу того, что 
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 (4-7), откуда "n: 1(n(M: 
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 => wn ( Ln – w1Ln-1 – … – wn-1L, что аналогично соотношению (4-3), являющемуся как необходимым, так и достаточным условием существования интересующего нас семейства. ЧТД.
Наглядную графическую интерпретацию множества кодовых слов префиксного кода можно получить, если установить взаимно однозначное соответствие между кодовыми словами и висячими вершинами графа-дерева.

Граф – структура, состоящая из точек-вершин, соединенных линиями-ребрами. Две любые вершины графа, непосредственно соединенные одним ребром, называются смежными.

Граф-дерево – конечный, связный граф без циклов, имеющий не менее 2-х вершин («конечный» - имеющий конечное число вершин, «связный» - любая пара вершин соединена последовательностью чередующихся ребер и вершин; «без циклов» - граф не имеет последовательностей чередующихся ребер и вершин, начинающихся и заканчивающихся в одной и той же вершине).

Некоторая выделенная вершина x1=k называется корнем графа-дерева. Вершина графа-дерева, не являющаяся корнем и соединенная ребром лишь с одной другой вершиной, называется висячей.
Заданное множество висячих вершин дерева называется полным, если не существует дерева, имеющего, кроме этих, хотя бы одну другую висячую вершину.
Вершине xi, i=1,…,NG (NG – число всех вершин графа)  приписывается ранг r = r(xi)– целое положительное число, равное числу ребер, которые необходимо пройти, чтобы попасть из корня k в вершину xi; корню приписывается нулевой ранг – r(k)=0.
Из 2-х смежных вершин вершина меньшего ранга называется порождающей, а вершина ранга на единицу большего – порождаемой. Ребро, их связывающее, для порождающей вершины называется исходящим, а для порождаемой – входящим.

Любая вершина графа-дерева xi, r(xi)(1, имеет одно входящее и (I исходящих ребер, где 0 ( (i ( L, i=0…NG.
 Припишем каждой вершине графа, имеющей ранг r(1, пос-ть символов из заданного алфавита, сопоставленных пос-ти выбора ребер, проходимых из корня в рассматриваемую вершину (на рис.4.1 показан случай для двоичного алфавита, выбору правого ребра сопоставляется «1», левого – «0»). 
Таким образом, устанавливается взаимно однозначное соответствие между вершинами графа и сопоставленными им указанным способом пос-тями символов; причем вершине xi ранга r(xi)(1 соответствует пос-ть символов длины ni = r(xi).
Пос-ти символов, соответствующие висячим вершинам, образуют совокупность префиксных последовательностей, а пос-ти, соответствующие не висячим вершинам, не являются префиксными по отношению к этой совокупности.
Граф-дерево, всем вершинам ранга r(1 которого сопоставлены описанным способом пос-ти символов заданного алфавита А, будем называть кодовым деревом, т.к. совокупность префиксных пос-тей символов, соответствующих всем его висячим вершинам, может быть использована как префиксный код при некотором взаимно однозначном отображении сообщений некоторого ансамбля в множество всех висячих вершин этого графа. Если этот префиксный код является оптимальным, то будем называть кодовое дерево оптимальным.

Лемма 4.2. Выполнение равенства 
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(4-8) ( множество висячих вершин рангов n1…nN является полным.

Доказательство

Достаточность. Пусть (4-8) выполняется. Предположим, что множество висячих вершин не полно, т.е. его можно дополнить хотя бы одной висячей вершиной ранга r: 1 ( r ( max(n1…nN). По лемме Крафта, 
[image: image9.wmf]1

1

£

+

-

=

-

å

r

N

i

n

L

L

i

и, т.к L-r > 0, получим 
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- противоречие. Следовательно, множество висячих вершин рангов n1…nN является полным.
Необходимость. Дано: множество висячих вершин рангов n1…nN является полным. Следовательно, к ним нельзя добавить ни одной другой висячей вершины => имеем равенство в (4-3) при n=M, что равносильно (4-8).
4.2. Основная теорема о кодировании сообщений ансамбля при отсутствии шума.

Теорема 4.1. Сообщения xi, i=1,…,N, заданного ансамбля Х всегда можно закодировать префиксными пос-тями символов aj, j=1,…,L, заданного алфавита так, что среднее значение кодовой комбинации nc будет удовлетворять неравенствам:
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(4-9), 

где H[X] – энтропия ансамбля Х.
Доказательство.
Левое неравенство. Дано: n1,n2,…nN – целые положительные числа, для которых 
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(4-10), т.е. дан произвольный (существующий) префиксный код. Требуется доказать, что для него 
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 (4-11). Преобразуем и оценим левую часть (4-11):
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 (4-12), где равенство достигается только тогда, когда 
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, i = 1, 2,…,N (4-13). ЧТД.
Правое неравенство. Требуется доказать, что существует хотя бы один префиксный код, средняя длина кодовой комбинации которого удовлетворяет правому неравенству (4-9). Сопоставим i-му сообщению ансамбля Х целое положительное число ni, определяемое парой неравенств:
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, i = 1, 2,…,N (4-14). Выражение (4-14) определяет полуоткрытый интервал единичной длины, в котором заключено одно и только одно целое положительное число. Перепишем выражение (4-14) в виде 
[image: image18.wmf]1

+

-

-

<

£

i

i

n

i

n

L

p

L

(4-15), суммируя теперь по всем i = 1,…,N, получим выполнение неравенства Крафта (следовательно, (4-14) определяет совокупность длин кодовых комбинаций существующего префиксного кода).
Умножая на pi и суммируя по всем i в (4-14), получим 
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, что эквивалентно правому неравенству (4-9). ЧТД.
Критерий близости между собой вероятностей исходов опыта p1, p2,…, pn
Пусть опыт ( характеризуется распределением вероятности {p1, p2,…,pn}, и 
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Лемма 4.3. Между максимальной pmax и минимальной pmin вероятностями опыта ( имеет место соотношение: pmin(1/n(pmax (4-16), причем равенство слева и справа одновременно имеет место при H[(]=ld n.
Справедливость (4-16) легко доказать, принимая во внимание, что 
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, а условие равенства в (4-16) следует из условия максимума энтропии опыта.

Из леммы 4.3 и условия максимума энтропии опыта вытекает, что в качестве критерия близости между собой вероятностей исходов опыта p1, p2,…,pn на практике может быть использована оценка близости к нулю величины (=(ld n – H[(])(0 (4-17).
4.3. Метод кодирования Фано

Рассмотрим метод кодирования Фано – систематический метод построения оптимального или близкого к оптимальному префиксного кода на примере построения двоичного (L=2) префиксного кода для ансамбля Х, состоящего из 8-ми сообщений:

Таблица 4. 1
	xi
	pi
	Подмножества
	Кодовые комбинации
	Индекс i 
в двоичной форме

	x1
	1/4
	0
	00
	
	
	00
	000

	x2
	1/4
	0
	01
	
	
	01
	001

	x3
	1/8
	1
	10
	100
	
	100
	010

	x4
	1/8
	1
	10
	101
	
	101
	011

	x5
	1/16
	1
	11
	110
	1100
	1100
	100

	x6
	1/16
	1
	11
	110
	1101
	1101
	101

	x7
	1/16
	1
	11
	111
	1110
	1110
	110

	x8
	1/16
	1
	11
	111
	1111
	1111
	111


Вначале сообщения ансамбля упорядочиваются в соответствии с законом не возрастания их вероятностей (операция неоднозначна при наличии равновероятных сообщений). Затем множество сообщений разбивается на 2 подмножества так, чтобы суммы вероятностей входящих в них сообщений были по возможности как можно более близки друг к другу; сообщениям первого подмножества приписывается «0», второго – «1». Далее эта же операция проделывается с каждым подмножеством до тех пор, пока в каждом подмножестве не останется ровно по одному сообщению. 
Нетрудно проверить, что полученное значение nc=2.75, что в точности соответствует энтропии ансамбля X: H[X] = 2.75. Таким образом, в соответствии с теоремой 4.1, данный код является оптимальным, т.к. меньшего значения nc для этого ансамбля достичь невозможно.  

Однако, утверждать, что полученный при использовании вышеизложенного метода код является оптимальным, строго говоря, можно только в том случае, если вероятности сообщений ансамбля являются целыми отрицательными степенями числа L, как в приведенном выше примере.
Предположим, имеется ансамбль Х с распределением вероятности {0.4, 0.2, 0.15, 0.15, 0.1}. Этот ансамбль по методу Фано может быть закодирован различными способами из-за неоднозначности операции деления множества сообщений:

Таблица 4. 2
	Первый код
	(n1,…,n5)=(1,3,3,3,3)
	nc=2.2
	Второй код по определению не является оптимальным.

	Второй код
	(n1,…,n5)=(2,2,2,3,3)
	nc=2.25
	



4.4. Метод кодирования Хаффмана
Метод кодирования Хаффмана является оптимальным методом кодирования – не существует методов кодирования, позволяющих получать меньшие значения nc.
Рассмотрим метод на примере построения двоичного кода для ансамбля X0 из шести сообщений (табл.4.3):

Таблица 4. 3
	xi
	X0
	X1
	X2
	X3
	X4

	x1
	0.4
	1
	0.4
	1
	0.4
	1
	0.4
	1
	0.6
	0

	x2
	0.3
	00
	0.3
	00
	0.3
	00
	0.3
	00
	0.4
	1

	x3
	0.1
	011
	0.1
	011
	0.2
	010
	0.3
	01
	
	

	x4
	0.1
	0100
	0.1
	0100
	0.1
	011
	
	
	
	

	x5
	0.05
	01010
	0.1
	0101
	
	
	
	
	
	

	x6
	0.05
	01011
	
	
	
	
	
	
	
	


1. Вначале сообщения ансамбля упорядочиваются в соответствии с законом не возрастания их вероятностей (операция неоднозначна при наличии равновероятных сообщений).

2. Затем два наименее вероятных сообщения (xN-1 и xN) в одно составное сообщение с вероятностью (pN-1+ pN). Получен новый ансамбль X1 с числом сообщений, на единицу меньшим, чем в X0. Этот ансамбль назовем сжатым, а проделанную операцию – сжатием ансамбля X0. 
3. Далее, если требуется, сообщения ансамбля X1 упорядочиваются (аналогично п.1). 

4. Повторяя п. 2 и 3, получим ансамбль Xs=XN-2, содержащий ровно 2 сообщения, которые, для единообразия, упорядочим. Таким образом, имеем последовательность ансамблей упорядоченных сообщений: X0, X1,…, XN-2, причем число сообщений i-го ансабля:
Ni = N – i(L-1) = N – i, i = 0, 1,…, s=(N-2).

5. Закодируем ансамбль XN-2 с помощью кодовых слов «0» и «1» (операция неоднозначная). Очевидно, что XN-2 закодирован двоичным, равномерным, оптимальным префиксным кодом.

6. Предположим, что при некотором произвольном i: 0 ( i ( (N-3), ансамбль Xi+1 закодирован оптимальным префиксным кодом. Назовем операцией «*» следующую операцию кодирования ансамбля Xi: в ансамбле Xi сохраним за сообщениями, общими для Xi и Xi+1, те же кодовые комбинации, которые им соответствуют в Xi+1, а 2-м наименее вероятным сообщениям Xi сопоставим две кодовых комбинации, образованные удлинением с конца, соответственно, на символы «0» и «1», кодовой комбинации, соответствующей в Xi+1 составному сообщению, являющемуся результатом объединения двух наименее вероятных сообщений Xi.
7. Последовательно кодируя описанным выше способом ансамбли XN-3, XN-4,…X0, получим оптимальный префиксный код  для X0.

Из приведенного примера кодирования ансамбля сообщений X0 методом Хаффмана следует:

1) Полученный код для ансамбля X0 является префиксным (свойство комбинаций, соответствующих висячим вершинам графа-дерева);
2) Заданному ансамблю при заданном алфавите {0,1} могут соответствовать несколько различных оптимальных префиксных кодов (в т.ч. с различными векторами (n1,…,nN)), однако все они имеют одинаковое значение nc, в противном случае код Хаффмана не был бы оптимальным.

Обобщение. Все вышеизложенное просто обобщается на случай L-ичных кодов (L(2).
В случае, если для заданного ансамбля и кодового алфавита существует целое положительное s, для которого выполняется соотношение 
N-s(L-1)=L (4-18), то операции сжатия (X0(X1(…(Xs) и т.н. операция «*» производятся аналогично, только не с 2-мя, а, в общем случае, с L наименее вероятными сообщениями ансамбля.

Если же, в общем случае, для некоторого s0:

1 < N-s0(L-1) ( L, или, что то же самое, 
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 (4-19), то к исходному ансамблю сообщений следует добавить необходимое число фиктивных сообщений с нулевыми вероятностями, которые после кодирования можно отбросить (поскольку их вероятности равны нулю, то значение nc это не изменит). Количество фиктивных сообщений можно определить следующим образом:
(L-q)=N0-N, где N0=L + s0(L-1) (4-20). Из (4-19) следует, что количество операций сжатия ансамбля (s0) определяется единственным образом, т.к. в заданном интервале может находиться одно и только одно целое положительное число.
4.5. Доказательство оптимальности префиксного кода Хаффмана

Пусть даны X0 – ансамбль сообщений: {x1,…,xN} – множество сообщений ансамбля; {p1,…,pN} – распределение вероятности этого ансамбля; и фиксированный алфавит А – множество символов {a1,…,aL}, причем N > L (случай N ( L тривиален). Предположим, сообщения ансамбля упорядочены в соответствии с законом не возрастания их вероятностей, а сам ансамбль закодирован методом Хаффмана.
Лемма 4.4. Длины кодовых комбинаций n1,…,nN оптимального префиксного кода, соответствующих сообщениям x1,…,xN, удовлетворяют системе неравенств: n1(n2(…(nN.
Доказательство. Предположим противное: пусть $ i,j: pi>pj, ni>nj. Тогда, поставив в соответствие i-му сообщению j-ю кодовую комбинацию и наоборот, очевидно, получим меньшее значение nc, что противоречит условию оптимальности кода. ЧТД
Лемма 4.5. Среди кодовых комбинаций оптимального префиксного кода обязательно найдутся (q-1) кодовых комбинаций, длины которых ns1,…,ns(q-1) удовлетворяют соотношениям: ns1=…=ns(q-1)=nN, отличающихся от кодовой комбинации наибольшей длины лишь последним символом, причем 2(q(L.
Доказательство. Среди сообщений ансамбля X0 всегда найдется сообщение xs1 (s1(N), такое, что соответствующие им кодовых комбинации одинаковы по длине и отличаются лишь последним символом. В противном случае, последний символ кодовой комбинации для xN можно было бы отбросить, сохранив свойство префикса и уменьшив nc, что противоречит условию оптимальности кода. С другой стороны, q(L, т.к. при одинаковой длине только не более L комбинаций могут отличаться лишь последним символом. ЧТД
Лемма 4.6. Каждая не висячая вершина оптимального кодового дерева ранга меньшего (nN-1) имеет L исходящих ребер.

Доказательство. Предположим противное: имеется некоторая не висячая вершина ранга < (nN-1). Тогда можно ввести дополнительные висячие вершины ранга r< nN, смежные с рассматриваемой не висячей вершиной, и сопоставить этим дополнительным вершинам сообщения, сопоставленные ранее с висячими вершинами большего ранга, что уменьшит значение nc, что противоречит условию леммы. ЧТД
Замечание. При q=L ансамбль сообщений, кодовое дерево и множество висячих вершин являются полными. Если исходный ансамбль X0 не является полным, то при известном L из (4-20) определяется количество фиктивных сообщений, дополняющих X0 до полного.

Из описания метода кодирования Хаффмана при условии, что X0 дополняется фиктивными сообщениями до полного, следует, что все ансамбли, получаемые при последовательном проведении операции сжатия, являются полными.
Лемма 4.9. Если ансамбль Xi+1 получен в результате сжатия ансамбля Xi, i=0, 1,…,s-1, и закодирован оптимальным префиксным кодом, то в результате кодирования ансамбля Xi с помощью операции «*» он окажется закодирован также оптимальным префиксным кодом. ЧТД
Доказательство. Пусть pсост – вероятность составного сообщения, принадлежащего сжатому ансамблю Xi+1, i=0, 1,…,s-1. В результате кодирования ансамбля Xi с помощью «*» между средними длинами кодовых комбинаций для ансамблей Xi и Xi+1 имеет место соотношение: nci = nc(i+1)+pсост (4-21). Так как pсост=const для заданных Xi и Xi+1, то nci и nc(i+1) достигают минимума одновременно. Поэтому, если предположить, что «*» не дает оптимального кода для Xi, то, следовательно, существует оптимальный код для Xi, значение nci для которого будет меньше, чем полученное в результате «*». Поскольку Xi является полным, то, в соответствии с леммами 4.4 и 4.5, для него имеется q=L кодовых комбинаций равной длины, отличающихся лишь последним символом, и соответствующим L наименее вероятным сообщениям ансамбля. При осуществлении операции сжатия припишем составному сообщению Xi+1 кодовую комбинацию, являющуюся общей частью комбинаций, соответствующих L наименее вероятным сообщениям Xi, а сообщениям Xi+1, общим для обоих ансамблей, припишем те же кодовые комбинации, что и для Xi. Нетрудно убедиться, что в этом случае также выполняется (4-21). Следовательно, получено nc(i+1), меньшее, чем исходное, что противоречит условию оптимальности кода для Xi+1.
Теорема 4.2. Метод Хаффмана является оптимальным методом кодирования в том смысле, что никакой другой метод не позволяет для заданных ансамбля и алфавита получить значение nc меньшее, чем метод Хаффмана.

Доказательство следует из оптимальности кода для Xs и леммы 4.9. ЧТД.
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Рис.4.1. Кодовое дерево (висячие вершины закрашены)
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